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る. 第 7節,第 8節は方法論の具体的な式変形に充てられる.低湿で起こるもうひとつの問題とそ
の解決を第 9節で説明し,更に最近の動向も紹介する.第 10節では,最近新たに考案されたt-J模
型の量子モンテカルロ･アルゴリズムについても税明する.









に比例する確率で実現される･したがって物理量 Qの平均払 状態 甘iにおける物理量をQ(甘i)と
して,
〈Q'≡ 妄言 -'vi'Q'qi'; Z≡宕W'vj'･
･本稿は,編集部の方から特にお願いして執筆していただいた解説記事である｡
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で求められる･この状態和 ∑中` を少数の状態 (サンプル)に関する和で代用したい･そのサ'/プル
を選ぶ手続きとして 確率過程 (特にマルコフ過程)を以下のように構成する.最初に,あらゆるサ
ンプル 卓1からあらゆるサ1/ブル 02-の フリップ確率Paip(申1- 卓2)を定義しておく･そしてス
テップ数 n:-1からn:-NMCSまで以下の操作 (1)-(3)を繰 り返して,適当な初期状態 甘(0)か
ら次々にサ'/プル 甘(n)を発生させていく･
(1)状態 やnew を選び,状態 V(n-1)からのフリップ確率 PRip(甘(n-1)- 甘new)を求める･
(2)上で求めたフリップ確率と,区間 【0,1】の一様乱数 R とを比較して, R≦Pflipなら第 n ス
テップの状態 甘(n)として やnew を採用する･逆にR>PRipなら第 nステップの状態 甘(n)
は前ステップ甘(n-1)と同じとする･
(3)この状態 や(n)における知 りたい物理量 Q(甘(n))を測定する･
こうして各ステップでの物理量 Q(甘(n))が得られる･ここでフリップ確率PAipが,
エルゴード性 任意の状態から任意の状態-有限のステップ数で非周期的に到達することができる.
















と定義する.つまり1回のモンテカルロ･ステップ (手順 1から3)では,系の状態 ◎1が変化し
























と得られる (手順 (1))･これを乱数Rと比較してR≦Pflip(争1- 中2)なら図 1のスピン 82,2を













ている.つまり上式の k 払 格子点から格子点-のフェルミオYの移動を表す運動エネルギーの項
である.この項は,次のようにフーリエ変換して運動量表示すると理解しやすい.例えば 1次元格

















hid≡一雲qS↓(如 .1･q+e!･1･qeCq)-妄Ehhhq; Eh≡ -2tco瀞 (3･2)




なvl･さて一九 式(3･1)の 中のうち第 1項の方は,同じ格子点にスピン†とスt=･ンJの 2倍の
フェルミオyが入ったときにエネルギーが U増える,というクーロン力の効果を表している.第 2
項は化学ポテンシャルの項である.
このようなノベ ル トニアy(3･1)で定義される系について大分配関数Z(β,p)≡n cexpトβ句を
計算したV,･ただしTrc はフェルミオンの自由度についての対角和を表す･ここで現れる指数関数








に対して,この行列 (Qil72回,･)は4N x4N 行列になってしまうからである.







∑ iQiとしたとき,格子点 iにおけるポチ./シャル Qiは他の格子点 3'のポチ yシャル Q,･と可換
lQi,巧･]=Oである･したがって演算子 中を表現するには各格子点に対して別々に,スピン†とス
ど./1の粒子がいるか･いないか,という4個の基底
(IO),liT)≡8.!lO), 一il)≡軋IO), IiTl)≡8.!.8.!↓lO)〉 (3･7)
を用意すれば十分である.いろいろな格子点に粒子が存在しても各格子点どとに独立に扱えばよいの





なる･基底の数はN佃の格子点 i=1,2,･･･,N に対して各 4状態, tlO),[1†),ll),l･Tl))㊨



















そのままでは対角化しにくい演算子 兎 が,対角化しやすいような演算子 1,Bの和 72=i+i
の形に書けるとしよう･鈴木によって厳密に示された鈴木-トロツタ一分解【5】を用いると,求めた
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図4:｢世界線｣法における1次元-バード模型の分賂 7il (実線)と722 (破線).
い指数関数型の演算子exp(2'7i)が











･ld≡墓 私 - ; 私 G･1≡私 =･1･拍 ･叫 ･ (4･2,
私3'1≡-i∑ (娠 小 成 .1,qacq), 屯 ≡UhcThc↓-p∑ 免-, (4･3)q=T,l q=T,I
■ヽ ノヽ ノヽ
のように書いておく.これを光ld=7tl+7i2;
亀 ≡ ∑ 私 叫1, 7i2≡ ∑ 鶴 叫 1,
才=odd c=cyen
(4･4)
と分けて (図 4) 鈴木-トロツター分解 (4.1)を適用する･つまり相互作用ポyドを交互に 兎 1 と
722 に割 り摂る分割である･近似分配関数はいくつもの完全系 tI中i))をはさんで【6】
zL ≡nc(e~△,Ale-△'*3)L-写〈Qif(e-A,Ale-A,*2)L肋,
- ∑∑∑-∑1(小 一△'7h 怖)2×勅 Ie-△'兎佃 h)3i)Am
x3(小 一△'Rl仙 ×- /x2L(bmle-△'鶴 仲.･)1≡∑W(甘) (4･5)
凹



















る･各格子点が 4つの状態 tfO),fT),l),け1))のいずれかをとり,全体では例えば図 5のよう
になる･つまりこれは古典系である･式 (4･6)のように分解して計算できるということは,図 5の
斜線部の隅にある4つの格子点が相互作用していることを意味している･この図から,式(4.4)･
(4･5)の形の分解はチェッカー ･ボー ド分解と呼ばれる【8】･同じようにして,一般に d次元の量子
系は (d+1)次元の古典系に書き換えることができる【9】･古典系に書き直す際に新たに加わった次








には ｢β(温度) -i(虚時間)｣という対応があることがわかる･行列要素 (Qifexp(-β和4,･)
は状態 他 )から状態 lQi)-のグリー ン的敷 くやilexp(-it7i)励 )に対応づけられる･式(4.5)で
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式(4.5)の行列要素 くQj(△t/2)texpトi△t721)JNO))は,初期状態 肋(0))(図 5の第 1層の状
態)から時刻At/2の状態 14,3･(△土/2))(図5の第 2層の状態)-の,微小時間のグリー ン関数であ
る･この立番から式(4･6)のような行列要素を見直すと,第 1層と第 2層で粒子が (スピンの区別
も込めて)同数である状態の間にしか,行列要素が存在しないことがわかる.これはグリー ン関数に
よってフェルミオンが時刻 0- △t/2の間に伝撒していく,と考えれば当然の結果といえる･図 5
は1次元量子系の ｢時空｣ (1+1次元)中の太線で示されたフェルミオンの伝搬を表していると解
釈できる･この太線はフェルミオyが時刻 0からtまで時空を伝搬していく｢世界線｣である[8]･
このように考えると,式(4･5)における行列要素の横の 1つ 1つが,時空中の世界嘩配置と1対 1
対応していることがわかる (ただしT=0とT=βでは状態が同じでなくてほならないので, I
ロツタ一方向には周期的境界条件が必要である)･そして式(4･5)の和 ∑中也 それぞれの配置 中
に対応するボルツマy重み W(中)を足し上げる作業,ということになる･この系をモyテカルロ計
昇するには重み W に従ってフリップ確率(2.4)を計算して,様々な ｢世界線｣配置 中 を重みつき










≡くくe))空音M｡S∑ Q-(q(n)ZL守 一､~'1く小一AT* 114,･)2-､､一′′-NMCSnftl(4-=5)去∑ W(V) (4･9)
と変形される･ただし毎(甘)≡1く軸ee-△'九 回,･)2/1(仰-△'RlL中,･)2とし (これは C-数であ
ることに注意),記号 (ト ･))は書き換えられた古典系(4.5)に関する熱平均を示す･各モンテカル
ロ･ステップでそのときの状態 ql(n)に対応する量 6(甘(n))を測定すればよいことがわかる･








ンの 1モンテカルロ･ステップは ｢時空｣の各格子点についてフリップ確率 PlIipを求める作業であ
る.したがってそれに要するコyピュークの CPU時間はNLに比例するだけであり,厳密対角化
の方法より系の大きさを大きくしやすい.後味できるだけ大きいtPツター数 Lまでのデータを得












( lo), l)≡atll0), I2)≡atIO), I3)≡紬
(2,3)≡廟 q日 3.1)≡楓 o), (1,2)≡幽 o), l,2,3)≡砂 iIO))(5･2)
で表現される･式(5.1)を対角化して指数関数型演算子exp(-β7㍍ ee)の表現行列を求めるのは容易
であるが,ここでは負符号問題を調べるためにわざと









e-pR l･, ( 12,3日 3,1)
e-pR 3･((2,3日 3,1)
??? ?? ? ? ? ?????
?? ? ???











? ? っ ? ? ? ? ?? ? ? ? ? ?? ? ?? ? ?
? ? ? ? ? ? ? ?? ? ? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? っ ? ? ? ? ? ? ?? ?? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
(1,2le-βnl･3(1,2)(1,2IC-PV'･-(1,2)(1,2Je-Pn8･ll1,2〉-C2 (5.7)
払 図8(d)のような世界線配置に対応している･ 同じ重みの配置が全部で 3つある･別の横
(2,3Je-PRl･313,1)(3,1le-Pも ･Jl,2)(1,2le-P虎8･112,3)ニ ー83 (5.8)
紘,図8(e)に対応している･粒子数の異なる状態も含めて全部で10種類の世界線配置が･ある (図8)
トロツタ一方向には周期的境界条件が必要なので,これ以外の配置はない.それぞれの重みは
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である･ここで記号 く(･･･))'は式 (5.10)の ｢系｣における熱平均,和紀号 ∑'はその ｢系｣のシミュ
レ-ショ'/におけるモンテカルロ平均を表す･つまり式(5･14)払 各モンテカルロ･ステップで符
早(5･12)を測定すれば評価できる･まも 式(4･9)のような物理量は





評価する際に,特に低湿で深刻な間寮が生じる･低温 β- ∞ に近づくにつれ式(5,6)が C,8-
exp(βt)/2となるので,式(5･9)のうち重み W'巴eXP(3βt)/8の 2つの配置 (図 8の (C)と(e))
が,低湿のシミュレ-ショ'/で出現する状糠のうちの大多数を占めるといってよい.例えば,
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -I
中(n) (C) (C) (C) (e), (e) (C)(b) (e ) (d) (C) ･･ (5･16)
S(甘(n) 1 1 -1 -1 - 1 1 1 -1 1 1 ･･･










り,問題となっていた図8(C)と(e)の 2つの状態のボルツマン重み 83 と-S3は打ち消しあって
しまう･低湿でのシミュレーションで出現する世界線配置の大多数を占めるこの 2つの状態は,も
ともと不要の存在なのである【11】･ところが ｢世界線｣法で払 足せば 0になってしまうこの 2つ
をわざわざ別々の状態として扱うために,間謡が深刻化したと見ることができる (ポテンシャルも考






第 4節で述べた ｢世界線｣法払 全空間に広がっているエネルギ kーを小さい空間に分解するこ
とによって行列を扱いやすくした･Lや､し振り返ってみると,状態和を阻んでいた甲はポテンシャル














計算を具体的にするために再び図 7(b)･の 3角形上で,ただし今度はちゃんとスビyも考慮に入′ヽ lヽ
れて-バード模型を考えよう.ハミルトエアyは72≡K+V;
3 3
k≡-t∑ ∑ (8.La,･q･如q), サ≡∑ Uhi･Thi1-P∑∑ Aid, (6･1)
(i,i)q=T,I t'=l i=lq=T'1
である･和 ∑ (i,･)は (i,3')=く1'2),(2,3),(3,1)についてとる･
｢世界線｣法で用いた鈴木-トロツタ-分解(4.5)帆 -ミルトニアyを実空間で分解するもので
あった.以下では,最初忙しりぞけた分解




最初にStratonovicLが導入したストラトノヴィッチ ･ハバード変換 (SE変換 Hl41は補助場が
連続的な値をとる形だったので,シミュレーショyのアルゴリズムには乗りにくかった.Hirschは,
相互作用 ク に現れるフェルミオy数が n=0,1という離散的'な値しかとらないことに着日して,
離散変数型の SH変換 【15】を導いた･これ払 各格子点iに対して補助場 Siを導入して,
exp(-ATUq･Th･1,-呈.;ileXPl2as鵜･T-&･1,-等 (qTIhl,]









ni.T 叫T0 1 0 1
< 0l l _ 0 l cosh2a.e-Uar/2















-△ri'81･82,83'≡ 芸 封 aqsi-(昔-p)AT]&･q








(a)=- 8 1,1,82,I,83,I, 8 1.2,82.2,83,2, ･･･Sl,L,82,i,83,L, (6.8)
である･添え字の 1つ目は実空間での位置を,2つ日はトロツタ一方向の位置を表すことにする.
式(6.1)の運動エネルギーkも式(6.6)の補助券を含むポテンシャル 車 も,今やスピン†とJのA A A
項の足し算身=kT+kl,テ=テ†+予1で書けている.スピンTと1の演算子は可換なので,滴
数関数型演算子を計昇するときも別々に扱ってよい.すなわち











wq(sI)≡ 叩 Illcxp(-△rk q)exp(-△Tiq(sl,･,$2',83,･)], (6･11)1=1




































aIqa,･q- (- 1)叫 巾 ,'鴫 ,-qi,t･,_qニー も.･,-qS3･y = 畠,t･,_qSi" (6･14)
となるので,全休では









































































?? ?ー? ??????? ?
(7.1)












紘,行列万が対称ならば以下のような変形ができる.行列言 を対角化するユニタリー 行列を予 と
する.すなわち,
















( al a! 童 )≡( etl 童 ei)亨, (7･7)
と定義しよう (これらの演算子 aIや 丘はフェルミオyの交換関係を正しく満たす)･式(7.6)と
(7･7)を使うと,2次形式(7･5)は榛準形に直せて,
































という形になる (式(3.3)はその 1例).この形にしておくと指数関数型演昇子 explが


























- -(eA1 ㌔ .)･ あるいは (e7)･,-vflP･peApPi,･ (7･14,
が成り立っている･同じ形が式 (713)の右辺に現れているから,結局3
clatllO)-∑(e7)`1dJO) (7･15)i=1




ebejafll0)`7g5'∑(e7)`l瑚 o)'726'∑∑(C5),i(e7)i183･JO) (7･17)i=1 j=1i=1
である･そこで行列言を式(7.ll)と定義しておけば,33 3
eBejatllO)-∑∑(C5),･`(e7)誹 o)`7F'∑(e盲)誹 o)`竺5'eLetlIO), (7･18)j=1i=1 j=1
ただし, L≡可もlje,･となる･つまり式(7.10)の両辺の演算子払 少なくとも1粒子状態-の演算
に関しては同じ働きをすることが示せた.
次に 2粒子状態-の演算を調べてみる.例えば状態 818!JO)に演算子 explを演算すると,式
(7･12)-(7･15)と同じく3 33 3
eA atletIO)-Ⅲexp(んaLa,)幽 o)≡∑∑戟1司2Ilexp(んaLa,)aLaLIO)V=l fL=17=l v=1
3 3











cBe瑚 Io)- ∑ ∑ (e7)il(CI)"cb細 o)i=1)'=1
3 3 3 3
- ∑ ∑ ∑ ∑ (e富)A.I(e干)il(e5).,(e7),2ehflO)と=11=lt'=lj=1
3 3












exp富((a))≡ⅡP司 ; 言≡exp(-A,育), 雷≡exp(-A,宇(81,',82,',83.')) (7･23)l=1
で定義されている･なk,式(7･1)-(7.2)より,









































W((a)) (望 5) dcI苧
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となる･最後の変形には式(7･14)と同様の






















紬 },=n ca.*lexp(-A,A )exp(-△T3(81,.･8 2･･･83･t,)]/ (W,(･3,,Wl(･8,,) (7 ･4 1,
とする･つまり,各モンテカルロ･ステップで 6(18(n)))という畳を測定すればよい｡
後で利用するので,具体的にグリー ン関数に対する表式を求めておこう. 2体のグリー ン関数は
例えば(a)=(elTeTIT)である･これに対する測定量(7･41)は

















6=Ticalaiexp(碑 je,･)_古 市 訂lIv(≠V)(1+ePv)-∑ F1.等1





- (p( 1`+ePl'-1 (1･cP,,ll(1.eP.,-1)苧-1)ll-(7･CE):: (7･46,
となる･最後の変形には式(7.27)による



















w q - detド+11耶 25;(81,2)],
=xTxl) (8･1)
(8･2)
である. tロック一方向の位置を示す便宜上 行列 1,万 に番号 l-1,2をふった.･また △T≡
β/L=β/2である･ 6.2節で述べた通りハーフ･フィル ドの場合以外ではボ ,^ツマ'/重み Wが負
になることがあるので,式(8.1)では式(5.10)-(5･11)のように絶対値を取っておく必要がある･














聖 二 適 =deもド+11首1万2雷(Sl,2)言(81,2)]
W(81.2)- detド+1151万2首(sl,2)]
となる･ここで,前節で求めた ｢グリーン関数｣(7･48),すなわち














W(sl,2) '竺) detl7･(訂 1-7)i (sl,2)]/det訂 1
(7g4' de招 ･detl7･(F 1-7)2E(sl.2)]






















否ト 81,)=ド+11雷17,5,ト 81.,)｢ 1≡ド+1151才,育,(81,,)言(81,)｢ l (8･11)




































である･この行列 F lを左 から行列 許 ldにかけることによって,行列 否mevが求められる【19】･
同じようにして, トロツタ一方向第 2層の他の補助券 82,2,82,3の更新を終えたとする･次にはト
ロツタ一方向第 1層の補助券の更新に向かわねばならない･ところで式(8.7)において,第2層に関
する行列 首 2が括弧の中の最も右側にかかっているので,式(8.8)以下の変形が可能になった･第 1
層を更新したいときは,行列 育 1が最も右側に位置してほしい.そこで,第 1層の更新に移る際に
行列 否 を構成し直す.つまり,薪しい行列【19】



















(i)フリップ確率 Pnipを乱数 R と比較して,条件 R≦Pflipの場合のみ行列(8･15)杏
行列布くiS))にかけて,新しい行列否J(a)I)とする｡すなわち,














つまり第 6節 から述べてきたアルゴリズムでは,シミュレーションに要する時間は N3Lに比例
















に1.0×10-7を 100回加えても結果は 1のままである.後者は前者の丸め誤差 (計算機イプシロ
ン)より小さいからである.正しい答えを得るには演算の順序を変えて,1.0×10-7を先に 100回
加え合わせてから1に足し込まなければいけない.










行列 貫首 をm 借掛けた行列古1≡EE_帆+lBt_m+1- 11苛 は誤差なく計昇できるとしよう･低






















), 51-(dl d2 .巨 -(J i2:.i.･') (9･3,
という構造をしている･行列 百1は基底変換行列なので,その要素はいずれも1程度の量である･
行列 京1の要素も実際には互いに同程度の大きさである.それに対して行列万1の対角要素には非常
に大きな値から非常に小さな値ま{･が並んでいる･行列(9.2)に更にm 個の 万富 を掛けて
古2≡il_2m+lBl_2.叶1･･･115.=it_2,A+lBト2.A+1- Al_,nBト,nqlDIRl (9.4)































とする･最後の変形では括弧 (･･･)の中を計算して再び QDR分解している･行列 苛≡奇L/mす,








β/L-0, β- ∞ のとき ZL∝e-PB S (9.10)
の振舞をすると思われる･一方,式(5･11)のように絶対値をつけた重みによって定義される ｢系｣
ZLの基底状態エネルギーをE;とすると,同じように【11,26]
β/L-0, β→ ∞ のとき ZL∝e-PB; (9.ll)
と振舞うと考えられる･式(9･10)と(9.ll)を範み合わせると,式(5.14)の符号くくS))′の値射 11,26】







? ? ? ? ?
? ? ?













なぐ｢補正比｣R≡くSQT)I/(q～)'という丑を考えようr27】･式(5.15)の左辺 く々))が β- ∞
で有限の値をもつために,式(5.15)の右辺で分子の くSe)'もβ- ∞ で分母のくS)'と同じ振
舞くSQ-)'∝㍑pトβ△)をしている必要がある. ｢物理量｣くQ-)'もβ- ∞ である有限の値に
収束するとすると,
β/I-0, β- ∞ のとき R≡くSe)/くQ～)/=Roe-PA (9.13)
の形にフイットできるはずである.そこで再び図 10のプロットをすればRoが評価できる.これを
式(9･12)によるSoの評価と組み合わせて,式(5･15)から基底状態の物理量が【27]



































7㌔ ≡-t∑ ∑ (aLa,･q.a,T･qaiq) (10･4)(iJ)q=T,1









exp (-A,A )Il(1i=1 h･Th･t,]L･N (10:6,









を行う･運動エネルギー kも式(6.9)のようにスピン †と スビy lの項に分けられるので,式
(10･7)を式(10･5)に代入して近似分配関数は




互作用演芳子 exp(-ATUhiThil)において極限 U- ∞ をとると,
UIL-wexpトATU- ,-〈三: 記念 ≡;冨…芸: )-1-- (10･10,
となる･つまり,分配関数 (10･5)は式(6･7)1行目右辺の分配関数 ZLの U- ∞ の櫨限である･
SH変換(6･3)ち,式(6･4)によるeェp(2a-UA1･/2)=2という条件に注意して極限 U- ∞ をと
れば式(10･7)に帰着することがわかる･
式(10･9)の対角和を計算すると式 (8.2)と同じ形になる【32,34】･ただし極限 U- ∞ {･式(7.26)
のバラメータbがhmu→∞bq(a)=1+qsとなるの{･,行列富 は式(7.24)の代わりに
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